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YBOI

Teopuja rpyrma je odacTt duje jacHe movYeTKe MOKeMO Hahu y HEKOJIMKO
Pa3IMYUTHX TPaHa MaTeMaTuKe, 071 KOjIX ce HajpaHWj! HaJla3e Yy KJIaCUIHO]
anredpu. V3 kiaacuane anaredpe Ipse ujeje norudy of Jlarpamzxka! xoju je
[IOCMATPAO MEePMyTalirje 1a Ou TpaxKuo KopeHe mnojnnoMa. Ha meros pas cy
ce mocJie HajloBe3asu u Hanpeposaau Abden® u Famoa®, o koju je Ianoa npsu
y dujeM ce paJy IMOMUEe TePMHUH I'DyIa Y KOHTEKCTY CJIMYHOM JIaHAITHO]
JebuHATIAj .

Y oBoMm pajiy hemo ce HdaBuTm ocHoBama Teopuje rpyma. IIpBo hemo
JnedunrcaT rpyiy, JOKa3aTH OCHOBHA CBOjCTBA KOja CJjele JTUPEKTHO U3
nedbununyje, repuHUCATH peJl eJIEeMEeHTa Kao U MojaM XoMoMopdusmMa rpy-
mra. [Torom hemo nedpunncaru mojam moarpyiie, Kao u JJ0Ka3aTH KPUTEPH)jyM
KOjUM yTBPDyjeMoO Jia JIM je IMOJCKYII MOArpyIa. ¥ OBOM PaJIy je CTaBJbeH
doKyc Ha TpoydaBame U CBOjCTBA KOJUIHUIKUX I'DYHa U HOPMAJTHUX TIO/I-
rpyna, Kkojuma ce daBumo y Tpehem moryiasby. /lokasyjemo JlarpamzxoBy
TEOpeMYy U Ha Kpajy HABOJIMMO U JIOKA3yjeMO TeopeMe O U30MOpdu3My.

L ppanmycko-uranujancku maremaruuap J. JI. Jlarpanx (1736 - 1813).
*nopeemku matematuaap H. X. Aden (1802 - 1829).
3bpanmyckn matemarmaap E. Tamoa (1811 - 1832).
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OcHoBHU 1TOjMOBUM U TBphema

Hednuunuja 2.1.

(1) Bunapna otepauyuja = Ha ckymy G je dyuknmja * : G X G — G. 3a
cBako a,b € G mumemo a x b ymecro *(a, b).

(2) Bunapna oneparuja * Ha ckymy G je acoyujeiiueha ako 3a CBAKO
a,b,c € G Baxu ax (bxc) = (a*xb)*c.

(3) Bunapna omeparumja x Ha ckymy G je KoMyWaWueHa aKO 3a CBAKO
a,b € G Baxu axb=">bxa.

Hedununmja 2.2. I'pyua je ypehenu nap (G, x) ckyna G u dunapue ore-
panuje x Haj ckyrnoM G Tako Jia cy 3aJ0BoJbeHe ciejehe akcuome:

(i) ax(bxc) = (axb)*c 3a cBako a,b,c € G, OIHOCHO * je acolujaTuBHA,

(ii) mocroju esemenT e € (G KOju HA3UBAMO HEYUWPGA, TAKO A 33 CBAKO
a€ GBaXuaxe=exa=a,

(iii) 3a ceako a € G mocroju enement a~' € G, KOju HA3UBAMO UHGEP3OM

eJIEMEHTa @, TAKO Jla BaxKn a*xa ' =a 'xa =e.

3a rpymy KaxkeMo Ja je adesioBa ako 3a/I10BOJbaBa aAKCHOMY:
(iiii) a *b = b* a 3a cBako a,b € G.

Ba rpyny (G, x) hemo pehu na je rpyna G ca onepaiujom *. 13 akcuome
(ii) ce MOKe 3aKJ/ByUIHTH Jia je TPyNa yBeK HempasHa. 3a rpyiny G KaykeMo
J1a je konauna rpyna Kaja je ckyn G KOHAJaH.

ITpumep 2.1. 1. Z,Q,R u C ca oneparujom + cy rpyne, ca e = 0,

a~! = —a, 3a cBako a.
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2. Q\ {0},R\ {0},C\ {0},R", Q" cy rpyme ca onepamnmjom MHOKEHA,
1

cae=1,a' ==, 3acBako a.
a

3. Ckyn KJiaca eKBUBAJICHIINje OCTaTaKa [IPH JIeJberby ca n, Z/nZ ca ome-
pamnujom cadbupara Kjaca octaraka + je rpyna. HeyTpas oBe rpyne
je emement 0, a 3a cBako a € Z/nZ WHBEP3HU €JIEMEHT OJ1 4 je —a.

4. Hexa je n mosutusan 1eo 0poj u veka je 1" ckyn {1,2,...,n}. Heka je
S, ckym cBux mepmyTarmja ckyna 1’ (ogrocHO dujekimja w3 Ty T').
Kako je kommosunuja 1Be oujektusHe DyHKIHje Takohe dujexnuja, S,
je 3aTBOpEHO IpH ollepaliju Komio3unuja dynkimja. Kommozummja
dyHKIIja je acolujaTuBHA, U CBAKA OUjEeKIMja UMa MHBEP3HY (DyHK-
nujy npu Kommosuruju. [lepmyrarnuja Koja ciamka cCBakKd e€JI€MEHT y
cede caMor je HeyTpaJs rpyie S, u .S, 30BEMO CUMETPUUYHOM TPYTLOM.
Pen rpyme S, je nl.

5. Ilpomnu npumep Moxkemo Jj1ako reepann3zoBaru. Heka je T Heku He-
npasuu ckyi. Heka je A(T) ckyn cBux nepmyranuja ckymna T (cBux
dujexnnja w3 T'y T'). Cee aprymenre KopuiilieHe 3a S,, MOKEMO KO-
puctutu u 3a A(T) u nokasyjy nam na je A(T) rpyma ca orneparujom
KOMITO3UIHja (DYHKIH]A.

Tepbemwe 2.1. Ako je G rpyma ca omeparmjoM * OHJa BaxKu ciejehe:
1) meyrpas rpyne G je jeIMHCTBEH,

2) 3a caxo a € G, a™ ! je jeanosHauno oxpebheno,

(a1~ = a 3a cBako a € G,

(

(2)
(3)
(4) (axb)™ =" *(a™)
(5) 3a ay,as,...,a, € G, BDEIHOCT U3pa3a a1 * (g * * - - * 4, HE 3ABUCH O]

TOra KaKO IOCTABUMO 3arpajie (BaxKu OIIITH aCOIUjaTHBHU 3aKOH).

Lloxas.

(1) Ako cy i u j HeyTpaJsu oHja 1o akcuoMmu (ii) gedbuHunMje rpyIe BaxKu
i*xj =1 (y3mumo a = i u e = j). [lo ucroj akcuomu je i x j = j
(yamumo a = j u e = i). Onga je i = j, 1a je HeyTpaJs jeIMHCTBEH.
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(2) Heka cy o’ u a” unBep3m ejilemeHTa a U HeKa je e HeyTpaJ rpymne G.
[To akcuomu (iii), axa’ = e u a”’ xa = e . Ouya je

a// — a,//*’e

=a" x(a*a)
= (a"*a)*d
exa

/
=a

(3) [Ma Guemo nokazamu fa je (') ™! = a mokazaliemo 1a je a uHBeEp3 ete-
menTa a1, U3 gedunnnuje rpyme MoxkKeMo BUIETH Jla @ 3310BOJbaBa
CBa CBOjCTBA MHBEP3a 3a €JIEMEHT a ', 11a je a HheroB WHBEep3.

(4) Heka je ¢ = (axb)™!, na je no medununuju (a x b) x ¢ = e. Io
acoIjaTUBHOM 3aKOHY je

ax(bxc)=e.

MHoxKemeM ca JieBe cTpaHe ca a” - J100ujaMo

atx(ax(bxc))=a'xe.

[IpumenoMm acorujaTuBHOT 3aKOHA HA JIEBOj CTPAHU U O JePUHUIU]H

e J100mjamo
(atxa)x(bxc)=a"

ex(bxc)=a"
bxc=a""
MuoxemeM ca b~! Ha J1eB0j cTpaHM W IPUMEHOM ACOLUUjaTHBHOI 3a-
KoHa U jedunuimja ce moduje

b lx(bkxc)=b"txa?

(b txb)yxc=b"'xa"!
exc=blxa!
c=b"txa!

IIITO je u TBPhEHo.
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(5) Muaykmujom 1o n.

Basa:n =1: (a) =an=2:((a1)*(az)) = (a1%xaz) = (a1 *az n = 3: mo
nedbuHunMju rpyne u ocrarky daze ((a; xasg) *xaz) = (ay * (az * az)) =
a1 * ag *x Q3.

Hngyxwiuera rutowesa: 3a cBako k < m OMI0 KaKBa ITOCTABKA 3a-
rpaja uspasa by x by x - - - x by ce Moxke pegykoBaru Ha by x (by x (bs x

(- x b)) ).

Hngyktuenu kopak: Buito Koja mocTaBKa 3arpaja Ha U3pa3 a) x Qg *
a3* - -+ A, MOpa MOJEJIUTH U3Pa3 Ha JIBa OU3pa3a, (a1 ag*- - -k ay)*
(@1 * Qpyo * - -+ % ,,) TIE CBAKH OJ BbUX MMa MOCTABJbEHE 3arpaje Ha
HekH HadnH. [IprMenoM MH/IyKTHBHE XUIIOTE3e HA 0Ba J[Ba MOIU3pa3a
U peJlyKyBarbeM J1001jaMo u3pa3 o0uKa aq * (as * (bg* (-+-*ay,))---)

0

3a rpyme y Kojuma HEje MOTPEOHO EKCIUIUIIUTHO HABECTH OIEePAIlu]y
cmarpaheMo Ja je omepanuja - u 3a a - b hemo nucatu ab. 3a HeKy rpymny
Guzxe G, neZ upousson xx - --x (n wianosa) hiemo nucaru kao ", a
npoussog v 'zl - 27! (n unanosa) kao z7" . Heka je 2° = e.
TBpheme 2.2. Heka je G rpyna ca onepatujom x u a,b € G. JleBu u gecun
3akoH ckpahuBama Baxke y (G, OJIHOCHO:

(1) ako je au = av ouja je u = v u,

(2) ako je ub = vb onza je u = v.

Jloxas. MuoxemeM U3pas3a au = av ca a © ca JeBe CTpaHe W IPUMEHOM

3aKOHA aCOIUjaTUBHOCTH M AePUHUII]a JTaKo ce goouje u = v. CandHo ce
JIOKa3yje U JIeCHU 3aKOH cKpahuBarba. [

Hedbununuja 2.3. 3a rpyny G u exement © € G peg eaementtua x aedu-
HUIIIEMO Ka0 HajMaHIbU MO3UTUBAH 11€0 OPOj N TaKo Ja je ™ = e,y O3HaIln
|z| = n. 3a emement x KaxkeMo Ja je pesa n. AKO He HOCTOJU HO3UTHBAH
11eo OpPOj KOjU UCIIyHhaBa OBaj YCJIOB PEJl eJIeMEeHTa T je DECKOHAYHO U T je
DECKOHAJTHOT PeJia.

IIpumep 2.2.
1. Enement rpyte je pega 1 ako u caMO ako je OH HEyTpaJ Te TpyIie.

2. YV agutuBanM rpynama Z, Q, R u C cBaku eJleMeHT Pa3JIudInuT O HYJIe
je becKoHavIHOT peJia.
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Cajia hemo yBecTn 1ojMoBe KOjU HaM TIOMaXKy Jia IIOPEJIUMO CTPYKTYPe
JiBe TpyIIe.

Hedunnnnmja 2.4. Heka cy (G, x) u (H, o) rpyme. [Ipecaukasame ¢ : G —
H takBo 51a 3a cBako x,y € G Baxn

p(xxy) = p(x) o @(y)
SOBE €& TOMOMOPPUIAM.

Kana onepanuje y rpynama G u H HUCY €KCIUTUIIUTHO JIATE€ YCJIOB XO-
MoMoOpdHU3Ma TUITEMO KAO

p(ry) = @(x)e(y)

rJie je MpOM3BOJL Ty ca JieBe cTpaHe padyHar y G, a npousson ¢(z)¢(y) ca
JlecHe cTpaHe padyHar y H.

Hedbununuja 2.5. llpeciukaBame ¢ : G — H 30BeMO u3omoppuzmom u
rpyne G u H cy usomopgne y ozuarm G = H axo je

(1) ¢ xomomopduzam, u

(2) ¢ bujekmmja,
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Iloarpymne

Jenna oy MeTo/a M3yvaBamba CTPYKTYpa MATEMATUYKUX 00jeKaTa KOju
cy nedWHNCAHW HEKNUM CKYIIOM aKCHOMa je MpOoydaBarbe IOJICKYIIOBa TOT
00jeKTa 3a KOjH BayKM UCTH CKYIl aKkcuoMa. ¥y MpoydaBaiby I'DyIa OBAKBU
MIOJICKYIIOBH Ce 30BY UO0gIpYUe.

Hedbununuja 3.1. Heka je G rpyna. Ilogckyn H rpyne G je @ogipyta
rpyne G, y oznaru H < (G, ako H dopmupa rpyiy ca oneparujoM rpyie
G.

Kaxko cy neyTpas u mHBep3 eJieMeHTa jeJIMHCTBEHU U je THO3HAYHO OJIpe-
benn y G, jacHo je ma cy meyrpan rpyne G u nojarpyne H uctu, Kao u jia
je nuBep3 enemenTa a € H y H uctu kao meros nasep3 y G.

IIpumep 3.1.
1. Z < Qu Q <R ca oneparnujom cadbupama.

2. Csaka rpyna uma jse noarpyue, H = G u H = {e}, rie npyry 3oBemo
TPUBHjAJTHOM TIOJIPYTIOM M ODEJIE?KABAMO j€ CaMo Ca €.

3. Ckyn cBUX MapHUX IeJUX OpOjeBa je MOJArpyIa Ipyle CBUX IEJINX
OpojeBa ca olepalnjoM caduparba.

[IpoBepaBame cBUX aKCHOMAa T'PYIIa Ca HEKHU CKYT U OMHAPHY OIEPAIN]y
ce TIOKa3aJI0 HATIOPHUM, JIOK je IIPOBEPUTH Ja JIX je MOJICKYII IPYIIe TOrpyIia
3HATHO JIakie. /JoBoJ/bHO je ToKasaTu J1a je MOJICKYI 3aTBOPEH IO/ Ollepa-
[IjOM T'DYyIE U Jia y €My IOCTOjU WHBEP3 3a CBAKHU IHETOB €JIEMEHT, IIITO
MOKEMO 00jeIMHUTH y cjiesiche TBphembe.
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Tspbewe 3.1. Iloackyn H rpyme G je moarpyma ako u caMo aKo
(1) H#0, u
(2) 3a cako a,b € H, ab™' € H.

Ako je H KOHAYHO JIOBOJBHO je TOKa3aTH Jia je H HempasHO W 3aTBOPEHO
TI0JT OTIEPAITNjOM TPYTIE.

Jlokas. Axko je H nonrpyna rpyne G ouna (1) u (2) Baxe jep H caapxu
HeyTpaJi rpyne (G, HBEP3 CBAKOI' CBOT' eJleMeHTa 1 jep je H 3aTBOpeHa Ioj
OIlepaIjoM rpyIe.

Ocraje 5a mokaykeMo Jla BaxkKu U OOpHYTO, ako H 3amoBosbaBa u (1)
u (2) na je onma H < G. Heka je z € H (TaKBO & MOCTOjU 1O CBOjCTBY
(1)). Heka je y = wx, npumenom cBojcTa (2) modbujamo e = zx ' € H,
omuocHO ma H cajapxxku HeyTpas rpyne G. [lpumenom csojcrea (2) Ha e u
x podoujamo ! = ex~! € H, onnocro na y H mocroju MHBEpP3 3a CBaKH
esileMenT. AKo cy o u y Hekn eiaementu H, onga H cagpxu x u y~ !, na 1o
ceojery (2) xy = z(y~')~! € H, omnocuo H je 3aTBOPEHO MOJI OTEPAIAjOM
rpyre. Kako je H mojckym rpyrme mo akCUOME T'pPyIle aCOIUjaTUBAH 3aKOH
Baxku u'y H. H je 3aTBOpEHO IO/ OIIEPAIIjOM T'pPYyIle, BaXKU acOIjaTUBaH
3aKOH, CaJIpyKU HEYTPaJI IPYIe U CaJIP?KU NHBEP3 CBAKOT' CBOT' €JIEMEHTA I1a
je o nedbununuju H noarpyna rpymne G.

IIpernocraBuMo fa je H KOHAYHO M 3aTBOPEHO IIOJI OIEPAIIjOM T'PYyIIe
u Heka je x Heku ejsemeHT H. OHIA 1OCTOjU KOHAYHO MHOTO PAa3IUIATUX

eJleMeHaTa obamKa T, x2, x>, ... ma je ¢ = x° 3a mHeke mese Spojese a, b,
b > a. Ako je n = b — a, ouzma je 2" = 1 ma je cBaku ejemenT uz H
konagnor pejaa. Ouza je "' = 7! enement H, na y H mocroju unseps
3a CBaKU €JIEMEHT. O]

3.1 Ilenrpanuzarop, IeHTap M HOPpMAaJINU3a-
TOP

VBemnthemo Heke damminje nmoAarpyna koje he mam Outu BaKHe y cJie-
nehem mormaspy. Heka je G rpyma m A Heku HempasaH IOJCKYI I'DyIe

G.

Hedunumuja 3.2. Tebunummumvo Co(A) = {g € G | gag™' = a 3a cBako
a € A}. OBaj nonckyu rpyne G ce 30Be yeHWPaAu3awWwop cKyna A y rpynu
G. Kako je gag™' = a ako u camo axo ga = ag, Cg(A) je ckyn enemenara
rpyne G Koju KOMYTYjy ca CBaKUM €JIeMEHTOM CKyma A.
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[Tokazaliemo na je Cg(A) noarpyna rpyne G. Cg(A) # 0 jep je e €
Cg(A), no nedununmju HeyTpaia je ea = ae, 3a cBako a € G (0JHOCHO
3a cBako a € A), ma e 3amoBospaBa ycsoB npunaianocu Co(A). Heka cy
z,y € Cq(A), na je 3a cBaxko a € A, xax™' = a u yay~ = a. llocmarpajmo
IpBO yay ' = a, MHOMKEILEM Ca JIeBe CTPAHe Ca - 1a MHOMKEHHEM Ca JIeCHe
ca y jodujamo a = Yy~ Lay ognaocuo ga je y~! € Cq(A), may Cg(A) nocroju
MHBEp3 3a cBaku ejemenT. Cana

(zy)a(zy)™" = (zy)aly 'z

= z(yay )z!

= zaz !

=a

na je xy € Cg(A) u Cg(A) je 3aTBOpEHO TOJ ONEpPAIUjOM TpyIe, ma je
Col4) < G.

Y mocedrom caydajy kan je A = {a} numemo Cg(a) ymecro Cu(A). Y
oBoM cirydajy je a” € Cg(a) 3a cBako n € Z.

Hedbuuunmja 3.3. Hebunummumo Z(G) = {g € G | gr = xg 3a cBako
x € G}, cKyn ejeMeHaTa KOjU KOMYTYjy ca CBUM ejeMeHTHMa rpyrne G.
Osaj moackyt rpyne GG ce 30Be uenimap rpyie G.

Kako je Z(G) = C¢(G) , nokazasmm na je Cg(A) < G cMmo mokasanm n
na je Z(G) < G kao crienjanaH Ciydaj.

Hedbunumuja 3.4. Tepunummmo gAg~' = {gag™' | a € A}. Hednu-
HUIIIMO Hopmaaudamop ckyna A y rpymu G kao ckyn Ng(A) = {g €
G| gAgt = A}

ITpumerumo ja ako g € Cg(A) onna gag™' = a € A 3a cBako a € A
na je Cg(A) < Ng(A). Hokas na je Ng(A) noarpymna rpyne G je cindan
nokazy Cg(A) na je moarpyna rpyme G ma ra sHehieMo HaBeCTH.

ITIpumep 3.2. Ako je G abdesoBa rpymna ouga je Z(G) = G. Takobe je
Ca(A) = Ng(A) = G 3a cBaku nogickyn A rpyme G jep je gag™' = gg~'a =
a 3a cBako g € G u 3a cBakKo a € A.
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XoMoMOopdPU3IMHU U
KOJIMIYHNYKE TI'PyIIe

Ocum noarpyma, ysernheMo KoJUIHIYIKe Ipyte rpyne G koje he Ham 110-
Mohu y uzyuaBamy cTpykrype rpyte G. I[IpoyuaBame KOTUIHUIKUX IPyIIa
ce y CTBapW CBOJM Ha MpoydUame xomomopduzama rpymne G. Ako je ¢ xo-
Momopdusam u3 G y rpymny H, mocmarpaheMo CKymoBe CBUX eJleMeHaTa U3
G koju ce cMKajy y uCTH ejieMeHT rpyne H.

Orneparnuja rpymne H nam jaje HAYUH J]Ja MHOXKUMO JIBa €JIEMEHTa y CJIU-
11 xomomopdusma . To Hac HaBOIU Ka TOME Ja TOCTOjU IPUPOJIAH HATIMH
MHOXK€Hha rope HaBeJEHUX CKYIIOBa I1a MOYKEMO HAYMHUTHU TPYILY O CKYyTIa
ckymoBa ejemenarta u3 G Koju ce cyimkajy v jegan eement y H. Heka je X,
CKYII eJieMeHaTa KOJU Ce CJIMKAjy y eJIeMEHT a, a X, CKyIl eJleMeHaTa KOju
ce ciaukajy y b. IIpousBos oBux ckynoa hemo jedunucatn Kao ckym X,
quju ce eJeMeHTHu ciaukajy y ab. OBakBO MHOXKeIbe je acOIljaTUBHO jep je
MHOXKee y H acolujaTuBHO, HEYTPAJI je CKYII eJleMeHaTa KOju ce CIUKajy y
HeyTpaJ rpyne H u uHBep3 je CKyII KOju ce CJIMKa y WHBEP3HU eJIeMeHT (3a
X, TO je cKym ejleMeHaTa Koju ce camkajy y a”'). Ipyna G je nojesbena na
OBaKBe CKYIIOBE TJie OHU UMajy CTPYKTYpPY I'pyIle, KOjy 30BEMO KOJTMIHUYIKA
rpyna rpyte (G, 3a Koju hemo KacHuje HaBecTu (popMaHy AedUHUIH]Y.

11
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4.1 CsojcTBa xoMOoMoOpdU3IMa

Ja du cmo dopmasno jgeduHUCATIN KOJUIHUIKY TPYILY IMOTPEOHO HAM
je ma neduHUIIEMO U IMOKaXKeMO HeKa CBOjCTBa XOMOMoOpdu3ma.

Hedbununuja 4.1. Axko je ¢ xomomopduzam ¢ : G — H, ouma je jesipo
XOMOMOPMU3MA (P CKYII

{9€G|lg) =e}

y o3Haru ker ¢ (rze je e meyrpas rpyne H).
Tspbemwe 4.1. Heka cy G u H rpyrie u uHeka je ¢ : G — H xoMmoMopdu3am.
1) v(eg) = eny, e cy eg u ey pegom ueyTpanu rpyna G u H.

(

(2) ¢(97") = ¢(g9)~" 3a crako g € G.
(3) ¢(g") = p(g)"™ 3a cBako n € Z.
(4)

(5) i

Jlokas. (1) Kako je ¢(eq) = plegeq) = ¢leq)p(eq), IpuMeHOM 3aKOHA
ckpahuBama nmodujamo ey = @(eq).

) =¢(g97) = v(g9)p(g™), nuno neny (1) je ey = p(eq) oamHoCHO
©(g)e(g™"). Muoxkemem ca Jsiese crpane ca ¢(g)~! mobujamo
)-

)t =g

(3) Mnaykmujom o n € Z+.
Basa: 3a n =1 je ounrienno p(g')
Hngyrxtiuera xutotesa: Heka je (g .
Hngyrauenu opar: o(g" ) = ©(g"g) = ¢(g")¢(g) mro je mo unayk-
TUBHOj xunoTe3u jeaHako ¢(g)"o(g) = ¢(g)" ™ omnocno p(g"*) =
plg)"

ITo memy (2) Baxku U 3a HEraTUBHE BPEIHOCTH 7.

()(
(

(4) Kako je eg € ker ¢ jesrpo oxn ¢ je menpasuo. Heka cy x,y € ker ¢,
p(r) = ¢(y) = en. Onma

p(zy™") = o(@)e(y™") = p(x)p(y) " = eney' = en

na je xy~! € ker ¢. ITo Tsphemy 3.1 je ker ¢ < G.
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(5) Kako je p(eq) = ey, neyrpau rpyne H je y caumm of o, na je im(p)
Herpa3Ho. Ako cy z u y y im(yp), perumo = = ¢(a), y = ¢(b) ouma
jey™ =) mo (2) maje xy! = p(a)p(b™') = p(ab™?) jep je
xoMoMmopduzaM. Ty~ je Takobhe y caunm of ¢, na je im(p) noarpyna
rpyre H no Tspbhemwy 3.1.

[

Jenan oy BaxkHUX pesy/Tara Teopuje rpyna je Kejmujesal

HABOIMMO O€3 J0Ka3a.

TeopeMa KOJy

Teopema (Kejiujesa reopema). Caka rpyna G je uzomMopdHa HEKO] TPy-
nu nepmyTtaruja. KoHKpeTHO, KOHAYHA T'pyla pejia n je n3oMopdHa MO/I-
rpynu ox S,,.

4.2 KoaunvyHndYKe rpyiie u HopMaJiHe IIOJArpy-
e

Hedbunannuja 4.2. Heka je ¢ : G — H xomomopduzam ca jesrpom K.
Koauunuuka tpyua win gaxwop ipyua, G/ K (auramo G mod K), je rpyna
YUjU Cy €JIEMEHTHU CKYIIOBU ejleMeHaTa u3 (G KOju ce CJINKAjy y UCTU €JIEMEHT
n3 H ca omeparujoM jiepmHUCAHOM Ha MOYETKY MOTJIaBiba: ako je X CKyI
eJieMeHaTa KOjU ce CJIMKAjy V a U Y CKyI ejieMeHaTa KOju ce CJIuKajy y b
ouja je mpoussod X u Y nedunucan Kao CKyIl eJeMeHaTa KOju Ce CJIUKAjy
y 1pousBoj ab.

OBakBOM HOTAIIMjOM je HAIJIAIEHO Ja je je3rpo K caMo jeJaH eleMeHT
rpyne G /K. Moxewmo riegaru rpyny G/K kao ga je nodujeHa JiebermeM
ca K (uperusuuje modulo K).

Hedununuja omneparyje KOIUIHIIKE I'PYIE 3aXTEBa JIa IPECTUKABATHE
@ Oyne excrutunuTHO Jedunucano. Moryhe je neduHrcaTH MHOXKEHHE Y
KOJIMYHUYKO] T'PyNU KOUPHCTENUW caMO Ppelpe3eHTATUBHE eJIEeMEHTe OHUX
ckynoBa. [IpBo 1ueMo mokasarTu j1a CBAKMU O/ TUX CKYIIOBA MOYKE Jia Ce U3pa3u
IIPEKO je3rpa XoMoMopdu3Ma.

Tspbemwe 4.2. Heka je ¢ : G — H xomomopduszam rpymna ca jesrpom K.
Heka je X € G/K ckyn ejleMenaTa Koju ce cJiuKa y a, oaHocHO X = ¢~ 1(a).
Onna je

(1) 3Ba dwio koje u € X, X = {uk | k € K}

Tlo 6puranckom maremarmaapy A. Kejmmjy (1821 - 1895).
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(2) 3a duno koje u € X, X ={ku | k € K}.

Jlokas. Heka je u € X, na je no nedunummju X ¢(u) = a. Heka je uK =
{uk | k € K}. IIpso uemo nokazaru na je ulK C X. 3a ueko k € K,

ma je uk € X. Opum cmo nokazasm qa je ulK C X. Jla du cmo mokazaau u
OOpHYTO HpeTHocTaBuMo Ja je g € X u Heka je k = u~'g. Onua je

e(k) = p(u)p(g) = o(u) " e(g)

=a a=ce.
I1a je k € ker p. Kako je k = u~'g, g = uk € uK onna je u X C uK pa je
X =uK.
(2) ce moka3syje CIUIHO. O

Cxkymou oncanu y Tsphemwy 4.2 cy medunucanu 3a OuI0 Kojy MOATPY-
ny K rpyne G e camo 3a je3rpo xoMomMopdusMa u 30By ce:

Hedbunnunuja 4.3. 3a veko N < G un Heko g € G HEKA Cy PeJIOM
gN ={gn|neN}

Ng={ng|ne€ N}

Ae6u Kocel n gechu kocew, moarpyne N y rpynu G. Hekn eement kocera
30BEMO petupe3eHaTUSHUM eAeMeHTLOM TOT KOCETa.

Ca oBom jgedununujom, TBpheme 4.2 HaM 1OKa3yje j1a Cy CKYIOBH OIU-
caHu y JedUHUINM]H KOJMIHUYIKE TPyIe y CTBapH JieBU (OJHOCHO JIECHU)
KOCETH je3rpa, OJHOCHO ejieMeHTH Kojimaanuke rpyme G/ K cy jeBu Kocetn
gK, g € G. Cnenehom Teopemom hemo mmokazaTu j1a MPpOU3BOJL JIEBUX KOCETa
X nY y G/K padyHaMo Tako mro OUpaMo pelnpe3eHTaTHBHU eJIEMEHT U O]
X U penpe3eHTAaTUBHU €JIEMEHT ¥ OJ1 Y, MHOXKHUMO u U v y G u popMupamo
kocer (uv)K.

Teopema 4.1. Heka je G rpyma u Heka je K je3rpo HEKOr XoMOMOpdu3Ma
u3 Gy apyry rpymy. OHma cKyn 4uju cy ejieMeHTH JjieBu Kocetu ox Ky G
ca orepainujoM J1eUHUCAHOM Kao

uK ovK = (uwv)K
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dopmupa rpyny, G/ K. Onepanyja je 1006po meduHncana y CMUCIy Ja aKo
je uy Hekm ejtemeHT UK m v HeKU ejeMeHT v K oHIA je u v, € uvK ogHOCHO
w1 K = uwvK, Tako ga MHOXKEIhe He 3aBUCU OJl N300pa pelpe3eHTaTUBHIX
esleMeHaTa Kocera. OBa TeopeMa BaxKu U 3a JIECHE KOCeTe.

Jlokas. Heka cy XY € G/K un meka je Z = XY y G/K Tako nma cy
no Tephewy 4.2(1), X, Y u Z (meBu) rocern ox K. K je jesarpo Hekor
xomomopdusma ¢ : G — H tako na je X = ¢ '(a) m Y = ¢ '(b) 3a Heko
a,b € H. Tlo nedununuju oneparuje y G/K, Z = ¢ '(ab). Heka cy u n
v HEKH pelpe3eHTaTuBHU ejieMenTn kocera X m Y rtako ja je ¢(u) = a,
p(w)=bu X =uK,Y =vK. Mopamo nokazaru jia je uv € Z.

w € Z <= uv € ¢ '(ab)
< p(uv) = ab
— p(u)p(v) = ab

Kako je mociemma jemnakoct tadna uv € Z ua je Z (nesu) kocer uvk.
OBuMm cmo 1okazaJn J1a je mpous3Bo Koceta X u Y Kocer uvK 3a duito Koju
n300p pelnpe3eHPATUBHUX ejleMeHaTa u € X, v € Y 4nMe cMO JI0Ka3aJd

npBo TBpheme Teopeme. JIpyro tBpheme ommax cieau jep cy mo Tsphemsy
42 uK = Kun vK = Kv 3a cBako u u v u3 G. O

Kako mponsBos He 3aBHCH 0]1 1300pa PEIPe3eHTATUBHUX eJIeMeHaTa KO-
ceTa KOpUCHA HOTaIMja 3a o3nadaBarbe Kocera uK je w. Ca oBakBOM HOTa-
nujoM KommaHmuKy rpyny G /K osnagasako ca G a IPOM3BOJ eleMeHaTa, U
U U je KOCET KOJH CaJIPKH UV, OTHOCHO UV .

IIpumep 4.1.

1. Ako je ¢ : G — H uzomopdmusam onjia je K = 1 u KoJIMIHUYIKA TPyIIa
G/1=G.

2. Heka je G meka rpynma mu H = ey rpymna pema 1 u medwurHHIIIMO
¢ : G — H ca p(g) = ey 3a cBako g € G. JacHo je na je ¢ XoMoO-
Mopcduzam. OBO IpecInKaBame ce 30Be WPUBUJAAGH TOMOMOPHUIAM.
Y oBom ciyuajy je ker o = G u G/G je rpyna ca jeJTHUM €JIEMEHTOM,
neauM G

IIo Teopemu 4.1, ako HaMm je gara noarpyma K rpyme G 3a Kojy 3HaAMO J1a
je je3arpo Hekor xoMmoMopdu3Ma, MOKeMO JiepUHUCATH KOJUIHUIKY TPYILY
G/ K 5e3 ocBprama Ha XOMOMOPdHU3aM Tako 1m0 MHOKUMO uKvK = uvK.
[IocTaB/ba ce nuTame ja ju je Moryhe ypaauTu HCTO ca OMJIO KOjOM IIOJ-
rpynoMm N rpyme GG. Y ommrTeM caydajy ce IoKa3aJso Jia To Huje moryhe jep
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MHOXKeIhe KoceTa Huje J100po Jjecbunucano. Kacauje hemo nokasaru na je
moryhe feduHICATH CTPYKTYPY I'Pyle Ha KoceTuma o N aKo M CaMo aKo
je N je3rpo Hekor xoMomopdusma.

IIpBo hemo mokazatu ma KoceTu Heke HOArpyre rpyme G ropMupajy
naprunujy rpymne G (0IHOCHO BUXOBa yHHja naje 1eo (G, a mpecek cBaka
JIBa PA3JIMYUTa KOCETa je TPa3aH CKYI).

Tepbewe 4.3. Heka je N meka noarpyna rpyne G. Ckyn jieBUX KoceTa
on N y G dopmupa napruiujy rpymne . 3a cBako u,v € G, ulN = vIN ako
u camo ako v 'u € N m mapounto, uN = vN ako U caMoO aKo Cy U U v
PEIPE3eHTCTUBHU €JIEMEHTH HCTOT KOCETa.

/oxas. Kako je N moarpyma rpymne G, e € N. Onyma je g = ge € gN 3a
cBako g € G 0JIHOCHO

G:UgN

geG

Ja ducMmo mokaszasu jia Cy pa3/IMIuTd KOCETH JIUCjYHKTHHU MPETIIOCTaBIMO
na je uNNuN # (). TTokazahemo ga je onga uN = vN. Heka je x € uNNuN.
Onna je x = un = um 3a HeKO n,m € N. MHOXemeM ca JIeCHe CTpaHe
ca n~! gobmjamo u = vmu~! = vm; tae je m; = mn~' € N. Can 3a
ueku enemeHT ut € ulN (t € N), ut = (vmq)t = v(myt) € vM. OBum
cvo mokazanu ja je uN C vN. AHaJOrHEM MOCTIYKOM (3aMEHOM U U V)
nodujamo u vN C ulN, na je ulN = vN unme cMO moKazaau Jjia Cy JBa
KOCeTa 32 HEIPA3HUM IMIPECEKOM jeTHaKa.

IIo npBom neny tBphema ulN = vN ako m camo ako v € vIN ako u
caMo aKo u = vn 3a Heko n € N ako m camo ako v 'u € N. v € uN
jé eKBHBAJIEHTHO TOME Jla je ¥ pelpe3eHTATUBHU eJleMeHT Koceta ulN, 1ma
je ulN = vIN ako um caMO aKO Cy u U ¥ Pelpe3eHTaTUBHU €JIeMEHTHU HUCTOT
KOCeTa. [

Tephemwe 4.4. Heka je GG rpymna u N noarpyna rpyie G.
(1) Omepanuja Ha ckym jeBux Kocera o7, N y G onucana ca
ulN - vN = (uv)N

je m0dpo medunmcana ako u caMo ako je gng ! € N 3a cBako g € G
n 3a cBako n € N.

(2) Ako je rope HaBesieHa olepalnja 100po jeduHuCaHa OHIa YUHU TPY-
my ca ckymoMm JieBux Kocera o N y G. Heyrpas oBe rpyre je Kocer
eN u unseps kocera gN je xocer g~ 'N omnocno (gN)™' =g~ ' N.
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Jlokas. (1) IlpermocraBuMo Ja je oBa omeparyja 100po AeduHuCcaHa OJl-

(2)

HOCHO J1a 3a CBako u,v € (G, ako ¢y u,u; € ulN u v,v; € vN oHIA je
uvN = uyv1N. Heka je g neku enement rpyne G U HeKa je n HEKH
eqement 3 N. Heka je u = e, uy = n u v = v, = ¢ ', IPUMEHOM
rope HeBeJeHe IIPeTHOCTaBKe JoomjaMo Ja je eg N = ng !N on-
HocHo g 'N = ng !N. Kaxo je e € G, ng~!-e € ng'!N. Onga je
ng~' € ¢g7'N ma je ng~! = g 'n; 3a mexo n; € N. MuoxemeM ca
JieBe cTpaHe ca g amnoujamo gng ' =n; € N.

OGpuyTo, npeTmnocTaBuMo Ja je gng ' € N 3a cBako g € G 1 3a CBaKO
n € N. Jla du cMo0 1okas3aJju Jia je Tope HaBeJleHa Oolepalnja J00po
necdunrICcaHa HeKa je u,u; € ulN u v,v; € vN. MoxkeMo HammcaTn
u; = un u vy = vm, 3a HeKo n,m € N. Mopamo mokazaru jga je
w101 € uvlN:

vy = (un)(vm) = u(vo™Hnom

= (w) (v 'nv)m = (uv)(nim),

riae je ng = v inv = (v )n(v™')7! erement N 1o mpermnocrasim.
Kao je N zarBopeno mojx omepanujom rpyme, nym € N. Onma je
uiv; = (uv)ng, 3a Heko ny € N. Onga seBu koceru uvN u ujvy N
cajJp:Ke MCTU ejleMeHT uivi. I1o mpomioM TBphemy OBH KOCETH CY
jellHaKu YmMe CMO JIOKa3asId Jia je Tope HaBeJeHa olepaluja J100po
JneduHuCaHA.

Axko je omeparmja Ha KoceTuMa J00pO jie(bUHUCAHA AKCUOME TPYIIa ce
JIAKO TIPOBEPAB]Y U JUPEKTHO CJiefie U akcuoma rpyie G.

]

[Toarpyne N koje 3a/10Bo/baBajy ycjiaoB HaBeneH y TBphemy 4.4 3a Koje
je mpupo/iHa CTPYKTypa rpyle 3a KomudHudky rpymy G /N umajy nocedan
Ha3UB:

Hedbununuja 4.4. Enement gng ™! ce nazusa xorylatiom enementa n € N
eaemenroM g. Ckyn gNg—' = {gng™! | n € N} ce naszusa xornyiamiom cKy-
na N ejeMeHTOM ¢. 3a eJIeMEHT ¢ KaxKeMo Jia Hopmaaudyje cKym N ako
gNg=! = N. Iloarpyna N rpyne G ce Ha3UBa HOPMAAHOM aKO CBaKH eJie-
MenT rpyne G Hopmasmzyje N, omnocho ako gNg~! = N 3a cBako g € G.
Axo je N wmopmasina nogrpyia mumemo N < G.



4.2. Kosmyamyke rpyre u HOpMaJIHE MOJTPYIIEe 18

Teopema 4.2. Heka je N moarpyna rpyme G. Crneneha tBphema cy ekBu-
BaJIeHTHA:

1) NIG

2) N¢(N)=G

(1)
(2)
(3) gN = Ng 3a cBako g € G
(4)

4) omepanyja Ha JieBe KoceTe onmcaHa y TBphemwy 4.4 4uHU CKyn JIEBUX

KOCETa I'PYTIOM
(5) gNg~! C N 3a caxo g € G

Jloxas. Tlpso hemo mokazaru ja je (1) <= (2). Ako je Ng(N) = G onna
je mo pedununuju Ng(N) = {g € G | gNg~' = N}, oanocno BujumMo s1a
je gNg=! = N 3a cBako g € G ma je N < G. Axo je N < G onna je mo
nedurnmjn HopMmasHe noarpyne gNg ' = N 3a csako g € G, ma je n3
nedbunnnuju Hopmaausaropa Ng(N) = G.

(1) < (3): Ako je N < G onna je gNg~* = N 3a cBako g € G
OJTHOCHO 3a cBako ¢ € G je gnig~' = my 3a HEKO Ny, Ne € N. MHOXKemeM
ca JlecHe CTpaHe ca ¢ JI00MjaMo gn, = Nog Ta jaCHO BUIUMO Jia CY 338 CBAKO
g € G sieBu u necun kocetu jepnaku. OdpuyTo, ako je gN = Ng 3a CBaKo
g € G 3namo jJa 3a cBako g € (G mocroju HEKO ni,ny € N Tako na je
gn, = nyg. MHoxemeM ca JiecHe cTpaHe ca ¢ | modujamo gnig—! = ng
OJTHOCHO 12 3a cBako ¢ € G u 3a cBako n € N gng ! € N odnosno
gNg™t= N naje N <G.

(1) < (4) : Ilo Tephemwy 4.4 na du onepanuja Ha JeBe Kocere (Hop-
MHpaJa TPYILy ca CKyIIOM JIEBUX KOCETa OHA MOpa OUTHU J00po jeduHucaHa
mto je no Tephemy 4.4(1) exBuBajienTHO ca THM 712 je gng ' € N 3a cBako
g € G u3acsako n € N 1mTo je 1o AepUHUINjT HOPMAJIHA TOATPYIIA.

(1) <= (5): Ako je N < G ouma je gNg~' = N odnosno gNg~! C N
3a cBako g € (G. OdpuyTo, ako je gNg~' C N 3a cako g € (G, 3a cBaKO
n € N je gng~! € N ommocno moctoju n; € N Taxko ma je gng~! = n,.
MHoxKemeM JieBe U JiecHe CTpaHe ca ¢ & OJHOCHO ¢ JI00UjaMo . = ¢ in;g =
g (g7t € gNg! ma je N C gNg ! omnocho N = gNg™! na je
N 4G. O]

Cajsta hemo 1okasaTu Jia Cy HOpMAaJHe T'pylie je3rpa xomoMopdusama.

Tepbhewe 4.5. [loarpyna N rpymne G je HOpMaJiHa aKO U CAMO aKO je OHa
je3rpo HEKOT' XOMOMOP(U3MA.
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/oxas. Axo je N je3arpo mekor xomomopdusma ¢, ouga cy mo Tephemwy 4.2
neBu u Jecau Koceru jennaku. [To Teopemu 4.2(3) je onma N HOpMasHA
HOATPYIIA.

ObpuyTo, ako je N < G, uweka je H = G/N u pedunummmo 7 : G —
G/N ca 7(g) = gN 3a cBako g € G. Onna je mo geduHUIUjU onepanuje y
G/N 7(g192) = (9192) N = ¢1NgoN = 7(g1)7(g2) aume cMo mOKazam ja je
7 xomomopduzam. Cajta je jearpo oBor xomoMopduaMa:

kerm={g € G| n(g) =eN}
={9€G|gN =eN}
={9€G|geN}=N,

TO 3Ha4M Jia je N je3rpo xoMoMopdusMa, 7. [
IIpumep 4.2. Heka je G rpyna.

1. IToarpyne e u G cy yBek HOpMasHe moarpyme rpymne G, G/e = G u
G/G = e.

2. Ako je GG adesoBa rpyma oHma je omio koja moarpyma N rpymne G
HOpMaJIHA jep 3a c¢Bako n € N u 3a cBako g € G:

gng ' =gg 'n=n¢c N.

4.3 JlarpaH>koBa TeopeMa Hu jOIII HeKa CBOj-
CTBa KOceTa

Kasa ce baBumo KOHAYHUM rpynamMa HBbUXOB PeJl Ha je 0J1 BeJIUKE BayKHO-
ctu. [Tokazahemo m1a je peJi KOJIMIHUYIKE IPyIie HEKe KOHAYHE IPYyIe jeHAK

G
|G/N| = % OBo je mocienuna jeanor ommrujer TBphema, Jlarpankose

teopeme. OBa TeopeMa je jeaHa o1 HajBaXKHUjUX KOMOMHATOPHUX Pe3yITaTa
KOHA4YHe Teopuje I'pyla.

Teopema 4.3 (Jlarpamxkosa Teopema). Ako je G wonauna rpyma u H
noarpyna rpyue G, ouna pen ox H nenn pen on G u 6poj jieBux Koceta of

1G]
HyGje —.

|H]|

Jlokas. Heka je |H| = n u Heka je 6poj JsieBux xocera ox H y G k. Ilo
Tephewy 4.3 ckyn jeBux Kocera o H y G dbopmupa nmaprurujy ckyma
G. llo nedunurmju jreBor Kocera npeciaukaBamwe H — gH nedunucano ca
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h — gh je cypjektuBno u3 H y neku JieBu Kocer gH. U3 neBor 3akona
ckpahuBama J100MjaMo Ja je 0BO IIpec/IuKaBaibe NHjeKTUBHO jep ako gh; =
gho cnemn na je hy = hy. OBo mam mokazyje na cy gH u H wucror pena

onaocuo |H| = |gH| = n. Ckyn JjeBux kocera dopmupa napruiujy ox G
TaKo IITO Ta AeJd Ha k IUCjJyHKTHHUX IOJICKYIIOBA, CBAKN KAPUIMHAJIHOCTH

Gl_ iG]

n, na je |G| = kn. OH,ZLajek:? | O

Hedbunumnuja 4.5. Axo je G rpyna u H < (G, 6poj steBux koceta ox H y
G 30Be ce ungexc noarpyne H y rpynu Gy ozuamu |G : H].

. |G
3a konaune rpyme uajgekc on H y G je % 3a rpymny G becKOHATHOT
|G|
pella KOJIMYHUK ﬁ HeMa CMHCJA. becKoHadHe rpyre MOry UMaTH MOJrPYy-

e 1 KOHAYHOT U OECKOHAYHOL NHIEKCa.

ITpumep 4.3. Heka je G Heka rpyna koja mma noiarpyny H unmgekca 2.
[Tokazahemo na je H < G. Heka je g € G\ H, na cy 110 IpeTIIOCTABIN JIBa,
neBa koceta H y G eH u gH. Kako je eH = H u jieBu Kocetu hopMupajy
naprunujy ckyna G mopa na oyne gH = G\ H. Jecun xoceru og H y G
cy He nu Hg. Kako je He = H onna mopa dutn Hg = G\ H. 1odwiu cmo
na je gH = G\ H = Hg OHOCHO Jia Cy JIEBU W JIECHU KOCETHU jeJIHAKH IIa
je mo Teopemu 4.2 H 1 G.

[Tornyno odpuyTo TBpheme JlarpaHKoBoj TeopeMu y ONIITEM CIIy4ajy
nuje taano. OunocuHo ako je G KOHadHa rpyla U n jgeiau pejn rpyne G,
G ne Mopa ja mMa noarpyny pega n. Ilocroje Heka napnujanna odpHyTa
tBphema JlarpamxkoBoj Teopemu kKoja jecy tauna. Ha mpumep, 3a Konadne
adeJIoBe IpyIie BaxKu MOTILYHO 0OpHYTO TBpheme. Hajjaue obpuyTo TBpheme
Jlarpanzkosoj Teopemu je CuioBibesa’ TeopeMa KOjy HaBOIUMO 0e3 J0Ka3a.

Teopema 4.4 (CunosibeBa Teopema). Ako je G KoHauHa rpymna pena p*m,
r7e je p mpocT Opoj u p He menau m, oHga G mMa MoArpyIy pega p*.

ITokazahemo Heke KOMOMHATOPHE pe3JITaTe KOCETA.

Hedbununuja 4.6. Heka cy H u K noarpyie Heke rpyiie, J1eduHUATTAMO

HK ={hk | he H, k€ K}

%110 mopsemkom matemaruaap I1. JI. Cumos (1832 - 1918)
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Tepbhewe 4.6. Axko cy H n K kKoHadHe TOArpyIie HEKe IPyIle OHJA je

[HI| K]

HK| = ———.
| | |H U K|

Zloxas. Ilpumerumo na je H K ynwuja jeBux Koceta o1 K OJHOCHO

HK = U hK.

heH

Kaxko caku kocer nma |K| esemenara j0BosbHO je Halim dpoj pasimaurux
JieBuX Kocera ooymka hK, h € H. hiK = hoK, 3a neko hy,hy € H ako u
camo axo je hy'hy € K, na je

MK =hK <= hy'hy e HNK <= hi(HNK) = hy(HNK).

bpoj pazmumuntux jgeBux Kocera odsimka hK, 3a h € H je uctu Kao Opoj
pazimunTux jgeBux Kocera oosmka h(H NK), 3a h € H, mro je no Jlarpasn-

. : |H]| . |H]|

2KOBOj TeopeMu jeiHako ———. H K ce cacToju 0]l ———— pa3JInIuTuX
) P JeA |HNK| ) IL\HHK]p

Koceta o7 K, mTro HaM Jiaje rope HaBesieHy (hOpMYyILy. 0

Tepbhewe 4.7. Axo cy H u K noarpyme neke rpyme, H K je moarpymna ako
u camo ako je HK = KH.

/loxas. IlpernocraBumo npso 1a je HK = KH wu neka je a,b € HK.
JHoxazaliemo n1a je ab™! € HK na 6u HK ouna noarpyna no Tsphemy 3.1.
Hexka je a = h1ky u b = hoks, 3a HeKO hy,hy € H u ky,ky € K. Onna je
b™' = ky'hy!, ma je ab™' = hikiky;'hy ! Hexa je k3 = kiky ' u hy = hy .
Onna je ab™! = hikshs. Kako je HK = KH, kshs = hyks 3a Hexo hy € H
u ks € K. Ouna je ab™! = hihsky = hsky € HK 3a hs = hihy.

ObpuyTo, npernoctasumo a je HK noarpymna rpyne G. Kako je H <
HK n K < HK, KH C HK. la du cmo nokazayu u ja je HK C KH,
yamumo Heko hk € HK. Kako je HK monrpyna neka je hk = a~! 3a HeKo
a € HK. Axo je a = hik; ouna je hk = (hik;)™' = k;'h{' € KH. O

ITocaemuna 4.1. Ako cy H u K noarpyne rpyne G u H < Ng(K) onnma
je HK noarpyna rpyne G. Ako je K <G, HK < (G 3a duno koje H < G.

/loxas. lokazahemo na je HK = KH. Heka cy h € H, k € K. Kako je
hkh™' € K na je hk = (hkh™')h € KH, mro nokasyje na je HK C KH.
Couuno kh = h(h™'kh) € HK , unme nodujamo ja je HK = K H. Ocrarak
ITOCJIETUIIE JTOOMjaMO U3 IPOIILJIOT TBPheEma. O
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Hedununuja 4.7. Ao je A moackyn ox Ng(K) (wm Cg(K)) kaxkemo na
A nopmanusyje K (yenwmanusyje K).

Ca oBoMm TepmunOJIOTTjoM, [lociemuma 4.1 nam kaxe ma je H K moarpy-
na ako H nopmammsyje K (camano, HK je moarpyna ako K HOopMmasmusje
H).

Kpos oBo mornasbe cMo ce daBUIN U JIOKA3UBAJIMH CBOjCTBA JIEBUX KO-
cera. CBa CBOjcTBa BaXke W 3a JECHE KOCETe W CJIMYHO Ce J0Ka3yjy. 3a
HOpMAaJTHE TOJITYIIe je TPUBUjAJIHO jep Cy JIEBH W JIeCHU KoceTu uctu. Jla-
rPaHKOBa TeopeMa BakKil U 3a JeCHe KOCeTe W U3 e JI00MjaMo J1a je 3a
koHauny rpyny G um mweny noiarpyiny H Opoj JIeBUX M JIECHUX KOCETa Off
H y G uncru. Kajg ce baBumo KoceTnma y KOMOMHATOPHE CBPXE MOYKEMO
KOPUCTUTHU U JIEBE W JIeCHE KOceTe ajii He 00a aKoO je MOTpedHa IapTUIlrja
on G.

4.4 Teopeme o nzomopdusmy

OBne hemo ce DaBUTH HEKMM TIOC/I€IMIIAMa OCHOBHUX peJiarija usmMehy
KOJIUIHUYIKHUX Ipyna u xomoMopdusama mokasannx y 4.1 u 4.2.

Teopema 4.5 (IIpsa Teopema o nzomopdusmy). Ako je ¢ : G — H xomo-
mopduzam rpyna, ouia je ker p I G u G/ ker ¢ = p(G).

/loxas. Kako je ker ¢ jearpo xomomopduszma o Teopemu 4.5 ker ¢ je HOp-
MaJiHa moarpymna rpyme G.

[Tokymahemo ja KoHCTpyHIeMo npeciankasatbe 0 : G/ ker ¢ — p(G) ca
0(aK) = ¢(a). Mopamo niokazaTu ja BpeHOCT 01 f 3aBUCH CaMO OJ1 KOceTa,
a He 0J] pelpe3eHTaTUBHOI ejleMeHTa Koju m3adepemo. IIpermocraBumo ma
je aK = bK, onga je no Tephemwy 4.3 b~'a € K 1a je p(b~'a) = ey na je

o(b) ' p(a) = p(b p(a) = p(b~'a) = eq.

MuoxkemeM ca jeBe crpane ca ¢(b) modbujamo ma je p(a) = ¢(b). Ka-
Ko je p(a) = ¢(b) onga mopa u #(aK) = O(bK), na je mpeciukaBame
0 : G/kero — ¢(G), nedunucano ca 0(aK) = ¢(a), nobpo nedunncano
[PECJNKABAIBE.

13 nedununuje ox 6 jacHO BUAMMO Jia je TIPECIMKABAE CyPjeKTUBHO
(mpecimkaBame u3 Gy ¢(G) je jacHo cypjekTuBHO a Kako je 0(gK) = ¢(g),
3a cBako g € G mopa u 0 na dyne cypjekruBro). Jla ducmo nokazamnu Ja je
npeciukaBabe ¢ nujekTusHO, npermnocraBuMo na je 6(ak) = 0(bK). Onna
je o(a) = ¢o(b) pa je, 0dpHyTEM mOCcTynKOM rope ypabhenum, b 1a € K. Ilo
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Tephewy 4.3 je aK = bK ma je 0 unjektuBHo. OcTaje caMo J1a MOKaKeMO
n1a je 6 xomomopdusam:

0(aKbK) = 0(abK) = p(ab) = p(a)p(b) = 0(aK)O(bK).

[Tokazamm cmo ja je 0 : G/ ker ¢ — p(G) uzomopduzam. O
ITocnenuua 4.2. Heka je ¢ : G — H xomomopduzam rpyra.

(1) ¢ je MHjeKTHBHO aKO U caMo ako je ker p = eg
(2) |G : ker | = [0(G))

Jlokas. (1) IIpBo mpermoctaBuMo na je ¢ WHjeKTUBHO IpecinKaBame. He-
Ka cy a,b € ker p, onna je p(a) = ¢(b) = ey na Kaxo je ¢ MHjeKTUBHO
a = b. Kaxko je p(eq) = ey Mopa 1a je ker ¢ = eg. OdpHyTO, IpeTIo-
craBuMO Ja je ker ¢ = eg. Mopamo nokazaru ja ako je p(a) = ¢(b)
onga je m a = b. MHOXKemeM IpBe JeIHAKOCTH Ca JeCHe CTpaHe ca
©(b)~™! mobujamo:

e(a)p(b) ™" = pla)p(b™") = p(ab') = p(b)p((b) ' = ex.

ITo nedununuju jesrpa xomomopdmsma je ab™t € kerp, a Kaxo je
kerp = eq ab™! = eq. MHOXKemeM ca jiecHe cTpaHe ca b 100mjamMo
a = b, OJTHOCHO J1a je ¢ WUHjeKTUBHO.

(2) Ilo ITpBoj Teopemu o mzomopdusmy je G/ ker ¢ = ¢(G), na je |G/ ker | =
|o(G)|. Enementu rpyne G/ ker ¢ cy neBu xocern oz ker ¢ y G, a o
nebunnnmju nHgekca |G : ker ¢| je jennako dpojy JieBHX KoceTa O
kero y G, na je |p(G)| = |G/ ker¢| = |G : ker o).

0

Teopema 4.6 (Ipyra reopema o uzomopdusmy). Heka je G rpyna u neka
cy A u B moarpyne u npernocrasumo ga je A < Ng(B). Ouga je AB
noarpyna rpyne G, B << AB, ANB<Au AB/B= A/ANB.

Jloxas. o Hocnemumu 4.1, AB je noarpyna rpyue G. Kako je A < Ng(B)
(o mpermocrasim) u B < Ng(B) (tpusnjanno) ouja je u AB < Ng(B) na
je B mopmaJsina noarpyna mnogarpyne AB.

Kako je B nopmasno y AB konmunuuka rpyna AB/B je n0bpo nedu-
nucana. Jledbunumumo npeciukasamwe ¢ : A — AB/B ca ¢(a) = aB. Kako
je onepanuja rpyne y AB/B nobpo neduHncaHa JIAKO je BHIETH & je ¢
xoMoMopduzam:

p(ajaz) = a1asB = a1BasB = ¢(a1)p(as).
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Jacuo je uz nedununuje AB na je ¢ cypjekruuo. Heyrpan y AB/B je
KoceT eB ma ce je3rpo oj1 ¢ cacTtoju oj enemeHara a € A, aB = eB, koju
cy o Tsphemwy 4.3 enementu a € B, omnocuo ker o = AN B. Ilo 1IpBoj
reopemu 0 uzomopdusmy, ANB I Au A/ANB = AB/B. O

Tpeha Teopema o m3oMopdu3My ce daBU KOJTUIHUIKUM I'PyTHIaMa KOJIHY-
HUYKHUX IPYyoIIa.

Teopema 4.7 (Tpeha reopema o uzomopdusmy). Heka je G rpyna u H u
K nopmasne noarpyte rpyne G u H < K. Ouna je K/H < G/H n

(G/H)/(K/H) = G/K.
AKo KoymmuHEK ca H 03HAYMMO IIPTOM, OBO MOXKEMO 3aIlCaTH Ca
G/K = G/K.

Jlokas. Tlpso hemo nokazaru na je K/H < G/H. OuHocHO Ja je 3a CBaKoO
ke KugeGgHkHg 'H = (gkg ')H = K/H. Kako je K < G gkg™ ! =
ki 3a neko k; € K, na je (gkg \)H = k;H € K/H, na je K/H < G/H.
HHedbunurmmmo:
¢:G/H - G/K
(9H) — gK

Ja ducMo mokazas M Ja je ¢ J00po JAedUHHCAHO TPETIOCTAaBUMO Jia je
g1H = goH. Onna je gth = goh 3a nexko h € H. Kako je H < K, h je
takohe enement K, ma je 1K = g2 K, onnocuo p(g1H) = ¢(goH) amme
CMO TIOKazaJju Ja je ¢ noopo jedunucano. Kako g MoxkeMO HACYMUIHO
nzadparu u3 G, ¢ je cypjektuBan xomoMmopduzam. Ha kpajy,

kero ={gH € G/H | p(gH) = eK}
={gH € G/H | gK = eK}
—{yHeG/H|ge K} =K/H.

ITo TIpsoj Teopemu o uzomopdusmy je (G/H)/(K/H) =2 G/K. O



5

3aKJby4daK

Y oBOoM paJly CMO JIOTAKJU CaMO MOBpIIHHY Teopuje rpyna. [locedmy
MaXKIby CMO TTOCBETUIN KOJMYHUYKUM IpyllaMa 1 HOPMAJTHAM TO/ITPyIIaMa,
1 Ha KPajy CMO JI0Ka3aJid TeopeMe 0 n30MOpPGPU3MY Koje Cy BarKHe Y JTabeM
n3ydaBamby CTYPKTYpa U CBOjCTBa I'pyla.

I'pyne cy HajupocTuja cTyKTypa KOjoj Ce IpHujiaje BeJIUKHU 3Ha4Ua] Y MO-
JepHoj aaredpu. Teopuja rpymna mMa mpuMeHe y KpUNTorpaduju, XeMuju u
dusunn. Hagam ce ma cMo 0BUM paJioM MOCTABUJIM OCHOBE M 3alHTEPECO-
BaJIM YUTAOIA 34 JaJbe N3ydaBarhe OBe 0OJIaCTH.

Kenum 1a ce 3axBaiaum menTopy Cammapu Auapuh Ha n3BojeHOM Bpe-
MeHY W JIATUM CaBeTUMa TOKOM HU3paJie OBOT pajia, Kao M Ha IMPEHETOM
3HaBY TOKOM IIeT TOJMHA KOJUX MU je IIpejiaBaJa.
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